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摘 要： 本文对Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集的结构与性质进行了深入研究，给出了 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的全体非０
谱值点集合与线性结构集的维数之间的关系．利用谱指标对２阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数和４阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的自相关性进行
了详细分析，给出了其自相关系数的分布．分析了 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集和零谱值点集的结构特征，给出了多
个 ｒ阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集在不相交时自相关系数之间的关系以及谱支撑集与函数平衡性的关系．
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１ 引言

在密码函数的设计中，我们总是希望其能满足多个

非线性准则，但是有的非线性准则之间存在着一定的制

约关系，因此要设计出兼顾各种性质的非线性密码函数

有一定的难度．如密码函数的非线性度是一个重要的非
线性准则，非线性度达到最大的函数是 Ｂｅｎｔ函数，Ｂｅｎｔ
函数对任意的非零向量均满足扩散性准则．但 Ｂｅｎｔ函
数又有其明显的弱点，如它不是平衡的，不满足相关免

疫性，只能是偶数维函数，而且所有非仿射的部分 Ｂｅｎｔ
函数都可以通过 Ｂｅｎｔ函数来构造［１］等．为弥补 Ｂｅｎｔ函
数的这一不足，１９９２年 Ｃ．Ｃａｒｌｅｔ提出了部分 Ｂｅｎｔ函
数［２］，Ｂｅｎｔ函数是部分Ｂｅｎｔ函数的子集．部分 Ｂｅｎｔ函数
也具有很高的非线性度，而且可以具有平衡性、相关免

疫性和一定的扩散性．但是，除了为 Ｂｅｎｔ函数的那部分
外，部分 Ｂｅｎｔ函数都有非零的线性结构，而这通常是在

密码学上不希望具有的一个性质．１９９４年，ＳＣｈｅｅ等通
过将一个Ｂｅｎｔ函数和一个与其仿射等价的另一个 Ｂｅｎｔ
函数进行链接而得到一类新的函数，即半 Ｂｅｎｔ函
数［３，４］．ｎ维半 Ｂｅｎｔ函数是平衡的，具有很好的非线性
度，并且满足 ｎ－１次扩散准则，但其只能是奇数维的，
实用性受到很大限制．２００１年 Ｙ．Ｚｈｅｎｇ等在文献［５］中
提出了Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，该函数是包含 Ｂｅｎｔ函数和部分
Ｂｅｎｔ函数的更大函数类．它具有很好的非线性度，可以
满足相关免疫性、平衡性．而且可以不具有非零的线性
结构，是一类密码学性质优良的密码函数，在密码学上

有重要的应用．Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数、Ｂｅｎｔ函数和部分 Ｂｅｎｔ函
数的Ｗａｌｓｈ谱的取值均比较特殊，即只取两个或三个
值．文献［６］从函数结构角度对这三类密码函数之间的
关系进行了深入分析，研究结果进一步说明了这三类具

有特殊Ｗａｌｓｈ谱值密码函数之间有着紧密的内在联系．
文献［７］对两类半 Ｂｅｎｔ函数的自相关系数进行了研究，
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对于Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数来说，由于其Ｗａｌｓｈ谱值只取三个值，
且非０谱值的绝对值相等，因而非０谱值点是一个非常特
殊的集合，我们有必要对其进行深入的研究．本文对
Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集的结构与性质进行了深入研究，
给出了 ｒ阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的全体非０谱值点集合与线性
结构集的维数之间的关系．利用谱指标对２阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函
数和４阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的自相关性进行了详细分析，给出
了其自相关系数的分布．分析了 ｒ阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支
撑集和零谱值点集的结构特征，给出了多个 ｒ阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ
函数的谱支撑集在不相交时自相关系数之间的关系以及

谱支撑集与函数平衡性的关系．

２ 主要结果

ｎ个变元的布尔函数ｆ（ｘ）是从 Ｆｎ２到 Ｆ２的一个函
数或映射，记为 ｆ（ｘ）：Ｆｎ２→Ｆ２．

定义１［８］ 设 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），ｗ＝（ｗ１，ｗ２，…，
ｗｎ）∈Ｆｎ２，ｘ和ｗ的点积定义为ｘ·ｗ＝ｗ１ｘ１＋ｗ２ｘ２＋…
＋ｗｎｘｎ，ｎ个变元的布尔函数ｆ（ｘ）的循环 Ｗａｌｓｈ谱定义
为：

Ｓ（ｆ）（ｗ）＝
１
２ｎ∑ｘ∈Ｆｎ２

（－１）ｆ（ｘ）＋ｗ·ｘ

定义２［８］ 设 ｆ（ｘ）：Ｆｎ２→Ｆ２，则称

ｒｆ（α）＝
１
２ｎ∑ｘ∈Ｆｎ２

（－１）ｆ（ｘ）＋ｆ（ｘ＋α）

为 ｆ（ｘ）的在α点的自相关系数．
定义３ 设 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ元布尔函数，称集合

Ｉｆ＝｛α∈Ｆｎ２：Ｓ（ｆ）（α）≠０｝为函数 ｆ（ｘ）的 Ｗａｌｓｈ谱支撑
集．

定义４［５］ 设 ｆ（ｘ）：Ｆｎ２→Ｆ２，如果存在一个偶数 ｒ，
使得＃｛ｗ∈Ｆｎ２｜Ｓ（ｆ）（ｗ）≠０｝＝２ｒ，且对任意的 ｗ∈Ｆｎ２，

Ｓ（ｆ）（ｗ）＝０或±２－
ｒ
２，则称 ｆ（ｘ）为 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，

其中＃｛Ａ｝表示集合 Ａ的计数．
我们首先给出一般的布尔函数的全体非０谱值点

集合与线性结构集的维数之间的关系．
引理１［９］ 设 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ元布尔函数，Ｕ为

Ｆｎ２的一个线性子空间，且其维数为 ｌ，ｖ∈Ｆｎ２，则有：

（１）∑
α∈Ｆ

ｎ
２

Ｓ（ｆ）（α）＝（－１）ｆ（０）

（２）∑
α∈Ｕ
Ｓ（ｆ）２（α）＝２ｌ－ｎ∑

ｖ∈Ｕ
⊥

ｒｆ（ｖ）

（３）∑
α∈Ｕ
Ｓ（ｆ）（α）＝２ｌ－ｎ∑

ｖ∈Ｕ
⊥

（－１）ｆ（ｖ）

（４）∑
α∈Ｕ＋ｖ

Ｓ（ｆ）（α）＝２ｌ－ｎ∑
ｘ∈Ｕ

⊥

（－１）ｆ（ｘ）＋ｖ·ｘ

引理２ 设 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ元布尔函数，ｆ（ｘ）的
全体线性结构构成的子空间的维数为 ｋ，则必存在一个

线性双射φ和Ｆ
ｎ－ｋ
２ 上的一个 ｎ－ｋ元布尔函数ｇ１（ｘ），

使得：

ｇ（ｘ）＝ｆ（φ（ｘ））＝ｇ１（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－ｋ）＋ｃｘｎ－ｋ＋１
且当 ｆ（ｘ）存在恒变线性结构时，ｃ＝１；当 ｆ（ｘ）不存在
恒变线性结构时，ｃ＝０．

定理１ 设 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ元布尔函数，其谱支
撑集为Ｉｆ＝｛α∈Ｆｎ２：Ｓ（ｆ）（α）≠０｝，ｆ（ｘ）的全体不变线
性结构所构成的集合为 Ｕｆ＝｛α：ｆ（ｘ＋α）＋ｆ（ｘ）＝０，

ｘ∈Ｆｎ２｝，设ｄｉｍＵｆ＝ｋ，Ｅ为ｆ（ｘ）的谱支撑集所生成的
线性子空间，则有 ｄｉｍＥ＝ｎ－ｋ．

证明 对任意的 ｂ∈Ｅ⊥，ｂ≠０，令 Ｈ＝｛ｘ：ｂ·ｘ＝
０｝，则显然有 ＥＨ，且 Ｈ构成Ｆｎ２的一个 ｎ－１维线性
子空间．于是由引理１知：

∑
α∈Ｈ
Ｓ（ｆ）２（α）＝２－１（ｒｆ（０）＋ｒｆ（ｂ））＝２－１（１＋ｒｆ（ｂ））

由于 ＥＨ，故∑
α∈Ｈ
Ｓ（ｆ）２（α）＝２－１（１＋ｒｆ（ｂ））＝１，故 ｒｆ

（ｂ）＝１，即 ｂ为ｆ（ｘ）的一个非０的线性结构，可得：Ｅ⊥

Ｕｆ．
另一方面，若对任意的 ｂ∈Ｕｆ，则有 ｒｆ（ｂ）＝１．由引

理１，∑
α∈Ｈ
Ｓ（ｆ）２（α）＝２－１（１＋ｒｆ（ｂ））＝１，于是可得 Ｅ

Ｈ，因此一定有 Ｈ⊥Ｅ⊥．由 Ｈ的定义可知ｂ∈Ｈ⊥，故
ｂ∈Ｅ⊥，因而有 ＵｆＥ⊥．于是有 Ｕｆ＝Ｅ⊥，故 ｄｉｍＥ⊥ ＝
ｋ，因此 ｄｉｍＥ＝ｎ－ｋ．
推论１ 设 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ元布尔函数，若其线

性维数为 ｋ，令

ｔ＝
ｎ－ｋ， ｆ（ｘ）不存在恒变线性结构
ｎ－ｋ＋１， ｆ（ｘ{ ）存在恒变线性结构

则存在一个线性双射φ，使得 Ｆ
ｎ
２上的 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函

数 ｆ（ｘ）可经由仿射变换后退化为 Ｆｔ２上的 ｒ阶
Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数 ｇ（ｘ）＝ｆ（φ（ｘ））．

在讨论 Ｆｎ２上的 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集结
构时，我们通常是讨论其非０谱值的分布情形．为了研
究方便，我们首先给出一个定义．

定义５ 设 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ元布尔函数，称

φ（ａ）＝２
ｒ
２Ｓ（ｆ）（ａ）

为 ｆ（ｘ）在 ａ点的Ｗａｌｓｈ谱指标，简称谱指标．
由该定义知，Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数 ｆ（ｘ）在任意一点 ａ处

的谱指标为１、－１或 ０，实际上，Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数 ｆ（ｘ）在
某一点的谱指标为１说明函数在该点的谱值为正，谱指
标为－１说明函数在该点的谱值为负，谱指标为０说明
函数在该点的谱值为０．

记Ｒｆ＝｛α∈Ｆｎ２：ｒｆ（α）≠０｝，利用引理１可很容易
地得到 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数 ｆ（ｘ）关于谱指标的一个简单
结论．
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定理 ２ 设 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，

φ（ａ）为其在点 ａ处的谱指标，则有：

∑
ａ∈Ｆ

ｎ
２

φ（ａ）∈｛－２
ｒ／２，２ｒ／２｝

证明 由引理 １（１）知，∑
ａ∈Ｆ

ｎ
２

φ（ａ）＝２
ｒ／２·∑

ａ∈Ｆ
ｎ
２

Ｓ（ｆ）

（ａ）＝２ｒ／２·（－１）ｆ（０）∈｛－２ｒ／２，２ｒ／２｝．
推论 ２ Ｆｎ２上的 ２阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数非 ０的 Ｗａｌｓｈ

谱点共有４个，且在这４个点中，谱值为正的点３个、为
负的点１个；或谱值为正的点１个、为负的点３个．４阶
Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数非 ０的 Ｗａｌｓｈ谱点共有 １６个，且在这 １６
个点中，谱值为正的点１０个、为负的点６个；或谱值为
正的点６个、为负的点１０个．

下面再对２阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数 ｆ（ｘ）的自相关性进行
分析．

由于２阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数 ｆ（ｘ）的谱支撑集中有４个
元素，不妨设其谱支撑集为 Ｉｆ＝｛α１，α２，α３，α４｝，记 Ｉｆ
的秩为Ｒ（Ｉｆ），显然 Ｒ（Ｉｆ）只可能取 ２，３，４这三个值，
下面我们分别对其进行分析．

对于 Ｒ（Ｉｆ）＝２和３时的情形较为简单，这里不再
详细讨论．当 Ｒ（Ｉｆ）＝４时，设 ｆ（ｘ）的４个非０的 Ｗａｌｓｈ
谱值点为α１，α２，α３，α４，同理可知，存在可逆线性变换

Ｂ，使 ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘＢ）的非０谱值点为β１，β２，β３，β４，且β１
＝（１，０，０，０，…，０，０），β２＝（０，１，０，０，…，０，０），β３＝（０，
０，１，０，…，０，０），β４＝（０，０，０，１…，０，０）．于是对任意的 ａ
＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）∈Ｆｎ２，有：

ｒｈ（ａ）＝∑
ｘ∈Ｆ

ｎ
２

Ｓ２（ｈ）（ｘ）（－１）ａ·ｘ＝
１
４ ∑

ｘ∈｛β１，β２，β３，β４｝
（－１）ａ·ｘ

＝１４［（－１）
ａ１＋（－１）ａ２＋（－１）ａ３＋（－１）ａ４］

即 ｒｈ（ａ）的取值只与 ａ１，ａ２，ａ３，ａ４有关，于是当
（ａ１，ａ２，ａ３，ａ４）遍历 Ｆ４２时，［（－１）ａ１＋（－１）ａ２＋（－１）ａ３

＋（－１）ａ４］的１６个取值中有６个为０，４个为 ２，４个为
－２，１个为４，１个为－４．于是 ｒｈ（ａ）的所有２ｎ个取值

中有６·２ｎ－４个为０，２ｎ－２个为 １２，２
ｎ－２个为 －１２，２

ｎ－４个

为１，２ｎ－４个为－１．于是我们可知，ｆ（ｘ）的２ｎ个自相关

系数的取值中，也有６·２ｎ－４个为０，２ｎ－２个为 １２，２
ｎ－２个

为－１２，２
ｎ－４个为１，２ｎ－４个为－１．

我们再考查４阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数 ｆ（ｘ）的自相关性．
由文献［１０］可知，４阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数 ｆ（ｘ）的谱支撑

集Ｉｆ的秩 Ｒ（Ｉｆ７，由于 Ｉｆ中有 １６个元素，显然
Ｒ（Ｉｆ）４，即４Ｒ（Ｉｆ）７，若 Ｒ（Ｉｆ）＝４，则显然Ｉｆ构
成一个线性子空间，类似于上面的讨论可知，此时对于

任意的α∈Ｆｎ２，其自相关系数为 １或为 ０，且自相关系

数为１点的个数为 ＃Ｒｆ＝ Ｉ⊥ｆ ＝２ｎ－４，于是有（＃Ｉｆ）
（＃Ｒｆ）＝２ｎ，即此时 ｆ（ｘ）为部分 Ｂｅｎｔ函数．

对于 Ｒ（Ｉｆ）＝５时，１６个元素中 ５个是线性无关
的，另外１１个元素可通过这５个线性无关的元素表示，
在计算任一点 ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）∈Ｆｎ２的自相关系数
时，类似于上面的讨论，由：

ｒｈ（ａ）＝∑
ｘ∈Ｆ

ｎ
２

Ｓ２（ｈ）（ｘ）（－１）ａ·ｘ＝
１
１６ ∑

ｘ∈｛β１，β２，…，β１６｝
（－１）ａ·ｘ

＝１１６［（－１）
ａ１＋（－１）ａ２＋（－１）ａ３＋（－１）ａ４

＋（－１）ａ５＋（－１）ａ
′
６＋…＋（－１）ａ

′
１６］

由于 ａ′６，…，ａ′１６这１１个元素是 ａ１，…，ａ５的线性组
合，且其线性组合的所有可能为２６×２５×２４×…×１７×
１６≈２４９，（在３２种可能选择中除去０，ａ１，…，ａ５等６种
选择）当计算任意一点的自相关系数时还需要考虑５个
线性无关的元素遍历 Ｆ５２，故其计算复杂度约为２５４，显
然计算量太大，在这里难于给出具体分布．

同样对于 Ｒ（Ｉｆ）＝６，７时也由于计算量太大而难
于给出具体分布．

定理３ 设 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，其
谱支撑集为 Ｉｆ，Ｈ为Ｆｎ２任意的一个 ｎ－１维线性子空
间，如果Ｉｆ∩Ｈ≠且Ｉｆ∩Ｈ≠Ｉｆ，则有２ｒ／２｜Ｉｆ∩Ｈ｜

２ｒ－２ｒ／２．
证明 由于 Ｈ为Ｆｎ２的 ｎ－１维线性子空间，故可

设 Ｈ⊥＝｛０，ｖ｝，ｖ∈Ｆｎ２，ｖ≠０，于是由引理１（２）知

＝∑
ａ∈Ｈ
｜φ（ａ）｜＝２

ｒ∑
ａ∈Ｈ
｜Ｓ（ｆ）２（ａ）｜＝２ｒ－１∑

ｘ∈Ｈ
⊥

ｒｆ（ｘ）

＝２ｒ－１（ｒｆ（０）＋ｒｆ（ｖ））＝２ｒ－１（１＋ｒｆ（ｖ））
因此，当 ｖ为 ｆ（ｘ）的不变线性结构时，ｒｆ（ｖ）＝１，此时

有∑
ａ∈Ｈ
｜φ（ａ） ＝２ｒ，说明在 Ｈ中有２ｒ个非０的谱值点，

又由于 ｆ（ｘ）为 ｒ阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，其谱值不为０的点的个
数为２ｒ，即这２ｒ个非０谱值的点均在 Ｈ中，于是有Ｉｆ∩Ｈ
＝Ｉｆ．当 ｖ为 ｆ（ｘ）的恒变线性结构时，ｒｆ（ｖ）＝－１，此时有

∑
ａ∈Ｈ
｜φ（ａ） ＝０，即说明 Ｈ中所有点的谱值均为０，即谱

值非０的点均不在 Ｈ中，于是有Ｉｆ∩Ｈ＝．
当 ｖ不是ｆ（ｘ）的线性结构时，由已知的结论知，此

时２１－
ｒ
２－１ｒｆ（ｖ）１－２１－

ｒ
２，因此有２ｒ／２∑

ａ∈Ｈ
｜φ（ａ）

｜２ｒ－２ｒ／２，这实际上给出了 Ｈ中所有非０谱值点的个
数的上下界，于是可得：

２ｒ／２｜Ｉｆ∩Ｈ｜２ｒ－２ｒ／２

由于 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的非零谱值点的个数比较
特殊，均为 ２的幂次方，根据这一性质我们可讨论
Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的所有取值为零的点所构成的集合的基
本性质．有以下结论．
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定理４ 设 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，设
Ｅ为ｆ（ｘ）的所有Ｗａｌｓｈ谱值为０的点所构成的集合，即
Ｅ＝｛α∈Ｆｎ２，Ｓ（ｆ）（α）＝０｝，记集合 Ｅ的秩为ｋ，则：
（１）当 ｎ为偶数，且 Ｅ为空集时，ｋ＝０，ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２

上的Ｂｅｎｔ函数；
（２）当 ｆ（ｘ）不为Ｂｅｎｔ函数时，有 ｋｎ－１，且 ｋ＝ｎ

－１的充分必要条件是 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ－１阶
Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，此时 Ｅ构成Ｆｎ２的一个线性子空间．

证明 （１）显然，当 Ｅ为空集时，ｋ＝０时，此时
ｆ（ｘ）在任意一点的Ｗａｌｓｈ谱值不为０，又由于 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２
上的 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，故在所有谱值不为 ０点的谱值相
等，因此 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 Ｂｅｎｔ函数．

（２）当 ｆ（ｘ）不为Ｂｅｎｔ函数时，此时 ｒｎ－１，ｆ（ｘ）
的非０的 Ｗａｌｓｈ谱值点的个数至多为２ｎ－１，即 ｆ（ｘ）的
Ｗａｌｓｈ谱取值为 ０的点的个数至少为 ２ｎ－１，故必定有
ｋｎ－１．若 ｋ＝ｎ－１，说明 ｆ（ｘ）的 Ｗａｌｓｈ谱取值为 ０
的点的个数恰为 ２ｎ－１，故 Ｅ构成 Ｆｎ２的一个线性子空
间．此时 ｆ（ｘ）的 Ｗａｌｓｈ谱取值不为 ０的点的个数也为
２ｎ－１，所以 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ－１阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数．

反之，若 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ－１阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，此
时有｜Ｅ｜＝２ｎ－１，又由于 ｋｎ－１，所以此时有 ｋ＝
ｎ－１，显然 Ｅ构成Ｆｎ２的一个线性子空间．
下面我们可进一步给出当 ｎ为奇数时，ｎ元ｎ－１

阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的所有非０谱值点构成集合的秩的具
体情形，有以下结论．

定理５ 设 ｎ为奇数，ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ元ｎ－１阶
Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，若 ｆ（ｘ）没有非０的线性结构，则秩（Ｉｆ）
＝ｎ．
证明 由于 ｆ（ｘ）为 Ｆｎ２上的 ｎ元ｎ－１阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ

函数，故＃Ｉｆ＝２ｎ－１，因此秩（Ｉｆ）ｎ－１．
由定理４知，若秩（Ｉｆ）＝ｎ－１，则 Ｉｆ构成Ｆｎ２的一

个线性子空间．于是由引理２可知，

ｒｆ（α）＝∑
ｘ∈Ｆ

ｎ
２

Ｓ（ｆ）２（ｘ）（－１）α·ｘ＝２－（ｎ－１）∑
ｘ∈Ｉｆ

（－１）α·ｘ

＝
１，α∈Ｉ⊥ｆ
０， αＩ⊥

{
ｆ

即此时 ｆ（ｘ）存在非 ０的线性结构，与已知矛盾，于是有
秩（Ｉｆ）＝ｎ．

上面我们讨论了 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集所具有
的一些基本性质，初步刻画了此类函数自身的特性．那么函
数簇中不同 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集间有何关系呢？经研
究发现，对于多个 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集，若其各谱
支撑集之间不相交，则此时多个 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的自相关
系数之间有特殊的关系，具体地，我们有如下结论．

定理６ 设函数 ｇ１（ｘ），ｇ２（ｘ），…，ｇ２ｋ（ｘ）是 Ｆｎ２上
的２ｋ个 ｎ－ｋ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，设 Ｉｇｉ＝｛α∈ Ｆ

ｎ
２，

Ｓ（ｇｉ）（α）≠０｝，ｉ＝１，２，…，２
ｋ，则对任意的１ｐ，ｑ２ｋ，

Ｉｇｐ∩Ｉｇｑ＝的充分必要条件是对任意非０的α∈Ｆ
ｎ
２，

有：

∑
２ｋ

ｉ＝１
ｒｇｉ（α）＝０

证明 先证必要性．由于对任意的 １ ｉ２ｋ，
ｇｉ（ｘ）均为 ｎｋ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，故对任意的非 ０的

α∈Ｆｎ２，有：

ｒｇｉ（α）＝∑
ｘ∈Ｆ

ｎ
２

Ｓ（ｇｉ）（ｘ）（－１）
α·ｘ＝２ｋ－ｎ∑

ｘ∈Ｉｇｉ

（－１）α·ｘ

记 ｓｉ＝｛ｘ∈Ｉｇｉ，α·ｘ＝０｝，ｔｉ＝｛ｘ∈Ｉｇｉ，α·ｘ＝１｝，
显然 ｓｉ＋ｔｉ＝＃Ｉｇｉ．

由于 ｇｉ（ｘ）均为 ｎ－ｋ阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，故 ＃Ｉｇｉ＝

２ｎ－ｋ，且对任意的１ｐ，ｑ２ｋ，Ｉｇｐ∩Ｉｇｑ＝，故

Ｉｇ１∪Ｉｇ２∪…∪Ｉｇ２ｋ＝Ｆ
ｎ
２

因此有：∑
２ｋ

ｉ＝１
（ｓｉ＋ｔｉ）＝２ｎ，并且可得：∑

２ｋ

ｉ＝１
ｓｉ＝∑

２ｋ

ｉ＝１
ｔｉ＝

２ｎ－１，于是∑
２ｋ

ｉ＝１
ｓｉ－∑

２ｋ

ｉ＝１
ｔｉ＝０

由于

ｒｇｉ（α）＝∑
ｘ∈Ｆ

ｎ
２

Ｓ（ｇｉ）（ｘ）（－１）
α·ｘ＝２ｋ－ｎ∑

ｘ∈Ｉｇｉ

（－１）α·ｘ＝２ｋ－ｎ（ｓｉ－ｔｉ）

因此

∑
２ｋ

ｉ＝１
ｒｇｉ（α）＝２

ｋ－ｎ∑
２ｋ

ｉ＝１
（ｓｉ－ｔｉ）＝２ｋ－ｎ（∑

２ｋ

ｉ＝１
ｓｉ－∑

２ｋ

ｉ＝１
ｔｉ）＝０

再证充分性．此时对任意非０的α∈Ｆｎ２，有：∑
２ｋ

ｉ＝１
ｒｇｉ（α）＝０，

由上面必要性的证明中可知，

∑
２ｋ

ｉ＝１
ｒｇｉ（α）＝２

ｋ－ｎ∑
２ｋ

ｉ＝１
（ｓｉ－ｔｉ）＝２ｋ－ｎ（∑

２ｋ

ｉ＝１
ｓｉ－∑

２ｋ

ｉ＝１
ｔｉ）＝０

即∑
２ｋ

ｉ＝１
ｓｉ－∑

２ｋ

ｉ＝１
ｔｉ＝０，由于 ｓｉ＋ｔｉ＝＃Ｉｇｉ＝２

ｎ－ｋ，故

∑
２ｋ

ｉ＝１
（ｓｉ＋ｔｉ）＝２ｋ·２ｎ－ｋ＝２ｎ，并且∑

２ｋ

ｉ＝１
ｓｉ＝∑

２ｋ

ｉ＝１
ｔｉ．

设 Ａ＝Ｉｇ１∪Ｉｇ２∪…∪Ｉｇ２ｋ，则对任意非 ０的α∈
Ｆｎ２，有：

∑
ｘ∈Ａ
（－１）α·ｘ＝∑

２ｋ

ｉ＝１
ｓｉ－∑

２ｋ

ｉ＝１
ｔｉ＝０．

因此可得此时集合 Ａ即是整个ｎ维向量空间Ｆｎ２，即 Ｉｇ１
∪Ｉｇ２∪…∪Ｉｇ２ｋ＝Ｆ

ｎ
２，于是：

对任意的１ｐ，ｑ２ｋ，有：
Ｉｇｐ∩Ｉｇｑ＝

进一步地，我们可得以下结论．
定理７ 设函数 ｇ１（ｘ），ｇ２（ｘ），…，ｇ２ｋ（ｘ）是 Ｆｎ２上
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的２ｋ个ｎ－ｋ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，设 Ｉｇｉ＝｛α∈Ｆ
ｎ
２，Ｓ（ｇｉ）

（α）≠０｝，ｉ＝１，２，…，２ｋ，若对任意的１ｐ，ｑ２ｋ，Ｉｇｐ∩
Ｉｇｑ＝，则这２

ｋ个ｎｋ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数中有且仅有一

个函数为非平衡函数．
证明 由于 ｇｉ（ｘ）均为 ｎｋ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，故

＃Ｉｇｉ＝２
ｎ－ｋ，且对任意的 １ｐ，ｑ２ｋ，Ｉｇｐ∩Ｉｇｑ＝，

故

Ｉｇ１∪Ｉｇ２∪…∪Ｉｇ２ｋ＝Ｆ
ｎ
２

于是，存在一个 ｉ，１ｉ２ｋ，全０向量（０，０，…，０）
属于且仅属于Ｉｇｉ，即 Ｓ（ｇｉ）（０）≠０，因此 ｇｉ（ｘ）为非平衡
函数．

而对于其他的２ｋ－１个函数，由于全 ０向量（０，０，
…，０）均不属于Ｉｇｊ，１ｊ２

ｋ，ｊ≠ｉ，于是有 Ｓ（ｇｊ）（０）＝０，

于是这２ｋ－１个函数均为平衡函数．
利用定理６和定理７显然有以下推论．
推论３ 设函数 ｇ１（ｘ），ｇ２（ｘ），…，ｇ２ｋ（ｘ）是 Ｆｎ２上

的２ｋ个ｎ－ｋ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数，若对任意非 ０的α∈

Ｆｎ２，有∑
２ｋ

ｉ＝１
ｒｇｉ（α）＝０，则这２

ｋ个ｎｋ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数中

有且仅有一个函数为非平衡函数．

３ 结束语

本文对 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集的结构与性质进
行了深入研究，通过对 ｒ阶 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集
与线性结构集、谱支撑集元素的自相关特性以及零谱

值点集的结构特征的分析与刻画，掌握了 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函
数谱支撑集的基本性质．对多个 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支
撑集的关系进行了初步研究，给出了在不相交时自相

关系数之间的关系以及谱支撑集与函数平衡性的关

系．对于高阶Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的谱支撑集的结构特征，如
扩散特性以及自相关特征如何分类刻画或给出快速计

算算法，还需进一步深入研究．在研究中，可根据
Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的特性，利用二阶自相关特性进行深入刻
画［１１，１２］．另外，对于 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ函数的代数免疫性，目前
还缺乏研究，文献［１３，１４］对布尔函数的代数免疫性进
行了深入研究，如何借鉴其方法与结果给出 Ｐｌａｔｅａｕｅｄ
函数的代数免疫性质可进一步研究．

参考文献

［１］ＬｉＳｈｉＱｉ，ＺｈａｏＹａＱｕｎ．ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｐａｒｔｉａｌｌｙＢｅｎｔ
ａｎｄＢｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ａ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＣＣＩＣＳ’９９［Ｃ］．Ｂｅｉ
ｊｉｎｇ，１９９９．１９６－２０１．

［２］Ｃａｒｌｅｔ．Ｐａｒｔｉａｌｌｙｂｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ａ］．ＡｄｖａｎｃｅｉｎＣｒｙｐｔｏｌｏｇｙ
Ｃｒｙｔｐｏ’９３［Ｃ］．Ｂｅｒｌｉｎ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９３．７７－１０１．

［３］ＳＣｈｅｅ，ＳＬｅｅ．Ｓｅｍｉｂｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ａ］．ＡｄｖａｎｃｅｉｎＣｒｙｐｔｏｌｏ

ｇｙＡｓｉａｃｒｙｔｐ’９４［Ｃ］．Ｂｅｒｌｉｎ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９５．１０７－１１８．
［４］秦静，赵亚群．半Ｂｅｎｔ函数的密码学特性［Ｊ］．山东大学学
报（理学版），２００２，３７（１２）：４８０－４８３．
ＱｉｎＪｉｎｇ，Ｚｈａｏｙａｃｈｅｎ．ＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＳｅｍｉｂｅｎｔ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｈａｎｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉ
ｅｎｃｅ），２００２，３７（１２）：４８０－４８３．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）．

［５］Ｙ．Ｚｈｅｎｇ，ＸＭＺｈａｎｇ．Ｏｎｐｌａｔｅａｕｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓ
ａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２００１，４７（３）：１２１５－１２２３．

［６］胡斌，金晨辉，邵增玉．密码学中三类具有特殊 Ｗａｌｓｈ谱
值布尔函数的关系［Ｊ］．通信学报，２０１０，３１（７）：１０４－１０９．
ＨｕＢｉｎ，ｅｔａｌ．Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐａｍｏｎｇｔｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ
Ｂｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｓｐｅｃｉａｌｗａｌｓｈｓｐｅｃｔｒｕｍ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｎ
Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１０，３１（７）：１０４－１０９．（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

［７］ＸＬｉ，ＹＨｕ，ＪＧａｏ．Ａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｔｗｏｃｌａｓｓｅｓ
ｏｆｓｅｍｉｂｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１１，５（１）：８５－９７．

［８］冯登国．频谱理论及其在密码学中的应用［Ｍ］．北京：科
学出版社，２０００．

［９］ＣｌａｕｄｅＣａｒｌｅｔ，ＰａｓｃａｌｅＣｈａｒｐｉｎ．ＣｕｂｉｃＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｗｉｔｈ
ｈｉｇｈｅｓｔｒｅｓｉｌｉｅｎｃｙ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏ
ｒｙ，２００７，５３（２）：５６２－５７１．

［１０］ＹｕｒｉｙＴａｒａｎｎｉｋｏｖ．Ｏｎａｆｆｉｎｅｒａｎｋｏｆｓｐｅｃｔｒｕｍｓｕｐｐｏｒｔｆｏｒ
ｐｌａｔｅａｕｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎ［ＤＢ／ＯＬ］．ｈｔｔｐ：／／ｅｐｒｉｎｔ．ｏｒｇ／２００５／３９９．
ｐｄｆ，２０１２０５１５．

［１１］Ｓ．Ｇａｎｇｏｐａｄｈｙａｙ，ＢＫＳｉｎｇｈ．Ｏｎｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓ
ｏｆｓｏｍｅＤ０ｔｙｐｅｂｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＦｕｎｄａｍｅｎｔａＩｎｆｏｒｍａｔｉｃａｅ，
２０１２，１１４（３）：２７１－２８５．

［１２］Ｍ．Ｇａｒｇ，ＳＧａｎｇｏｐａｄｈｙａｙ．Ａｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓｏｆＢｏｏｌｅａｎｂｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＦｕｎｄａｍｅｎｔａＩｎ
ｆｏｒｍａｔｉｃａｅ，２０１１，１１１（４），４１３－４２２．

［１３］ＸＺｅｎｇ，ＣＣａｒｌｅｔ，ＪＳｈａｎ，ＬＨｕ．ＭｏｒｅｂａｌａｎｃｅｄＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｓｗｉｔｈｏｐｔｉｍａｌａｌｇｅｂｒａｉｃｉｍｍｕｎｉｔｙａｎｄｇｏｏｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ
ａｎｄｒｅｓｉｓｔａｎｃｅｔｏｆａｓｔａｌｇｅｂｒａｉｃａｔｔａｃｋｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ
ｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１１，５７（９）：６３１０－６３２０．

［１４］ＺＴｕ，ＹＤｅｎｇ．Ａｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅａｂｏｕｔｂｉｎａｒｙｓｔｒｉｎｇｓａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉ
ｃａｔｉｏｎｓｏｎｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇＢｏｏｌｅａｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｗｉｔｈｏｐｔｉｍａｌａｌｇｅ
ｂｒａｉｃｉｍｍｕｎｉｔｙ［Ｊ］．Ｄｅｓｉｇｎｓ，ＣｏｄｅｓａｎｄＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ，２０１１，
６０（１）：１－１４．

作者简介

胡 斌 男，１９７１年生，教授，博士生导师，
主要研究方向为密码学与信息安全．
Ｅｍａｉｌ：ｈｂ２１１０＠１２６．ｃｏｍ

行红明 男，１９７０年生，副教授，主要研究方向为应用教学．

２５９ 电 子 学 报 ２０１４年




